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Proprieta` archimedea
Teorema Per ogni x ∈ R esiste n ∈ N tale che n > x.
Dimostrazione. Se, per assurdo, esiste x ∈ R tale che per ogni n ∈ N
risulta n ≤ x questo comporta che l’insieme N e` superiormente limi-
tato. Per l’assioma di completezza esiste allora a = supN e siccome
tale elemento a e` un maggiorante di N abbiamo che per ogni n ∈ N
vale n ≤ a. Ora e` anche n + 1 ∈ N e quindi n + 1 ≤ a. Ma allora
n ≤ a−1 per ogni n ∈ N e questo significa che a−1 e` un maggiorante
di N in contraddizione con il fatto che a = supN. La tesi segue dunque
per assurdo.
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Corollario
Se x ∈ R e` tale che per ogni n ∈ N si ha
|x| ≤ 1
n
allora x = 0.
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Se x ∈ R e` tale che per ogni n ∈ N si ha
|x| ≤ 1
n
allora x = 0.
Dimostrazione. Se, per assurdo, fosse x 6= 0 si avrebbe |x| > 0. Per la
proprieta` archimedea esiste n ∈ N tale che
n >
1
|x|
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Corollario
Se x ∈ R e` tale che per ogni n ∈ N si ha
|x| ≤ 1
n
allora x = 0.
Dimostrazione. Se, per assurdo, fosse x 6= 0 si avrebbe |x| > 0. Per la
proprieta` archimedea esiste n ∈ N tale che
n >
1
|x|
quindi
|x| > 1
n
contro l’ipotesi.
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Corollario
Per ogni x ∈ R esiste n ∈ Z tale che
n ≤ x < n+ 1
Questo intero e` il massimo degli interi che non superano x, viene
denotato con il simbolo bxc e viene chiamato parte intera di x
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Densita` di Q in R
Teorema
Per ogni x ∈ R e per ogni ε ∈ R, ε > 0 esiste r ∈ Q tale che
r ≤ x < r + ε.
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Corollario
Fra due numeri reali a e b esiste un numero razionale.
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Induzione matematica
Assioma del buon ordinamento
Ogni sottoinsieme non vuoto di N ammette minimo.
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Induzione matematica
Assioma del buon ordinamento
Ogni sottoinsieme non vuoto di N ammette minimo.
Teorema Principio di induzione matematica
Se S ⊂ N e` tale che:
a) 1 ∈ S
b) se s ∈ S e` anche s+ 1 ∈ S
allora S = N.
8/9 Pi?
22333ML232
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che S non coincida con N e
ne consideriamo il complementare in N che indichiamo con Sc.
Avremo che Sc 6= ∅ e allora per l’assioma del buon ordinamento esiste
σ = minSc.
Tale elemento σ deve essere diverso da 1, visto che per ipotesi 1 ∈ S
quindi σ > 1 e siccome σ − 1 < σ si avra` σ − 1 ∈ S.
Per l’ipotesi induttiva avremo che (σ − 1) + 1 ∈ S e allora σ ∈ S in
contraddizione con il fatto che σ ∈ Sc. La contraddizione e` generata
dell’aver supposto S ⊂ N e dunque deve essere S = N.
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Mediante il principio di induzione si possono dimostrare affermazioni
che dipendono da proprieta` dell’insieme dei numeri naturali.
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Mediante il principio di induzione si possono dimostrare affermazioni
che dipendono da proprieta` dell’insieme dei numeri naturali.
(a) per ogni n ∈ N vale 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)
2
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Mediante il principio di induzione si possono dimostrare affermazioni
che dipendono da proprieta` dell’insieme dei numeri naturali.
(a) per ogni n ∈ N vale 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)
2
(b) per ogni n ∈ N vale 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 = x
n − 1
x− 1 se x 6= 1
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Mediante il principio di induzione si possono dimostrare affermazioni
che dipendono da proprieta` dell’insieme dei numeri naturali.
(a) per ogni n ∈ N vale 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)
2
(b) per ogni n ∈ N vale 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 = x
n − 1
x− 1 se x 6= 1
(c) per ogni n ∈ N vale
n∑
i=1
(2i− 1) = n2
(d) per ogni n ∈ N
n∑
k=1
k2
(2k − 1)(2k + 1) =
n(n+ 1)
2(2n+ 1)
(e) per ogni n ∈ N vale
n∑
k=1
1
(2k − 1)(2k + 1) =
n
2n+ 1
